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Jelen füzet a Biológiai órák bifurkációi ćımmel az Eötvös Loránd Tudomány-
egyetem Matematika Doktori Iskolájának Alkalmazott Matematika Program-
ján késźıtett, 2010-ben benyújtott doktori értekezésem téziseit tartalmazza.
A 2. fejezetben röviden ismertetem az értekezésben használt eszközöket és
módszereket. A 3. fejezetben összefoglalom kutatásom eredményeit, megfo-
galmazom a téziseimet. A 3.1 fejezetben a Drosophila Melanogaster biológiai
órájának vizsgálata során bizonýıtott álĺıtásaimat ismertetem. A 3.2 fejezetben
a Neurospora Crassa órájának léırására használt különböző modellek tulaj-
donságait bemutató álĺıtásaimat tárgyalom.
2. Alkalmazott módszerek
Ebben a fejezetben röviden ismertetem a parametrikus reprezentáció módszerét.
Tekintsük a következő egyenletet
Ẋ(t) = F(X(t), u), (1)
ahol F : Rn×R2 → Rn differenciálható függvény, X ∈ Rn az állapotváltozók
vektora és u ∈ R2 a paraméterek vektora.
Tegyük fel, hogy az egyensúlyi pontokat meghatározó F(X, u) = 0 egyenlet-
rendszer egyetlen egyenletté redukálható. Azt is feltesszük, hogy az u1 és u2
kontrollparaméterek lineárisan szerepelnek a redukált egyenlet jobb oldalán.
Így a redukált egyenlet a következő alakban ı́rható
f(x, u1, u2) = f0(x) + f1(x)u1 + f2(x)u2 = 0 (2)
Az implicit függvény tétel szerint a (2) egyenlet megoldásainak száma
akkor változhat, ha f(x, u1, u2) = 0 és f
′(x, u1, u2) = 0, ahol a vessző az x sz-
erinti deriválást jelenti. Az S nyereg-csomó bifurkációs halmazt a következők
szerint értelmezzük:
S = {u ∈ R2 : ∃x ∈ R, f(x, u1, u2) = f ′(x, u1, u2) = 0},
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amely a PRM seǵıtségével egy x-szel paraméterezett görbeként adható meg.
Az (u1, u2) meghatározása céljából megoldjuk az f(x, u1, u2) = 0 és az
f ′(x, u1, u2) = 0 egyenletekből álló egyenletrendszert. A megoldás a D-görbe
parametrikus alakja.
A következő lemmák alapján a D-görbe seǵıtségével meghatározható a
(2) egyenlet megoldásainak száma és azok értéke.
1. Lemma (Érintő tulajdonság). Az x ∈ R szám megoldása az u1 és
u2 paraméterértékekkel feĺırt (2) egyenletnek pontosan akkor, ha az (u1, u2)
pontból érintő húzható a D-görbe x paraméterhez tartozó D(x) pontjához.
2. Lemma (Konvexitási tulajdonság). A D-görbe közös érintő vagy kö-
zös aszimptota mentén egymáshoz csatlakozó konvex ı́vekből áll. A különböző
ı́vek konvexitása azt jelenti, hogy az ı́vek bármely pontban az érintő ugyana-
zon oldalán helyezkednek el.





Ha b(x) előjelet vált x0-ban akkor a D-görbe x0 paraméterű pontjában csúcs-
pont van.





rögźıtett paraméterpár. Ha U átlépi a D-görbét, akkor a (2) megoldásainak
száma, és ı́gy az (1) egyensúlyi pontjainak száma is kettővel változik.
A három-, és négyváltozós rendszerek egyensúlyi pontjainak stabilitását
az alábbi két lemma seǵıtségével vizsgálhatjuk.
4. Lemma. Legyen az Ẋ(t) = H(X(t), u) Jacobi-mátrixa J ∈ R3×3, X ∈ R3
az állapotváltozók vektora és u ∈ Rk a paraméterek vektora. Jelölje a J
mátrix determinánsát DetJ , nyomát TrJ , legyen továbbá J11, J22 és J33 a J
megfelelő elemhez tartozó aldeterminánsa. Vezessük be a következő jelölést:
g = TrJ(J11 + J22 + J33) − DetJ.
Ha J mátrixnak két tisztán képzetes sajátértéke van, akkor g = 0.
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5. Lemma. Legyen az Ẋ(t) = F(X(t), u) egyenlet Jacobi-mátrixa J ∈
R
4×4. Legyen X ∈ R4 az állapotváltozók vektora, u ∈ Rk a paraméterek
vektora. Legyen P (·) a J karakterisztikus polinomja. P (λ) = c0 + c1λ +
c2λ
2 + c3λ
3 + λ4. A J mátrixnak pontosan két tisztán képzetes sajártértéke
van pontosan akkor, ha c0c
2
3 − c1c2c3 + c21 = 0 és c1c3 > 0.
3. Tézisek
3.1. A Drosophila biológiai órájának anaĺızise
A fejezetben szerplő téziseket az [1., 2.] dolgozataimban bizonýıtom. A Droso-








Ṗ1 = νpM − k1P1
Jp + P1 + rP2
− k3P1 − 2kaP 21 + 2kdP2 (4)
Ṗ2 = kaP
2
1 − kdP2 −
k2P2
Jp + P1 + rP2
− k3P2, (5)
Legyen h0(P1) = −karP 21 + (kd + k3)(Jp + P1) + k2.
P2 = h1(P1) =
−h0(P1) +
√












h3(P1) = − P1
Jp + P1 + rh1(P1)
,
h4(P1) = −k3P1 − 2kaP 21 + 2kdh1(P1).
A fenti modellre a PRM-t alkalmazva:














1 − kdh1(P1) > 0. (3.) 0 < P1h′1(P1) − h1(P1) < kaP 21 k−1d .
Jelölje νp számlálóját (6)-ben F (P1), k1-ét (7)-ben G(P1).
6. Lemma. Minden P1 > 0 esetén F (P1) > 0 és G(P1) > 0.
Jelölje νp és k1 nevezőjét (6)–(7)-ben N(P1).
7. Lemma. A paraméterek minden lehetséges értékére teljesülnek a következő
álĺıtások. (1.) N(0) < 0, (2.) limP1→∞ N(P1) = 0, (3.) Elegendően nagy P1
esetén N(P1) < 0.
8. Lemma. 1. Ha N(P1) < 0 minden P1 > 0 esetén, akkor a D-görbe a
IV. negyedben fekszik.
2. Ha létezik olyan (p1, p2) ⊂ R nýılt intervallum, hogy N(P1) > 0 minden
P1 ∈ (p1, p2) esetén és N(P1) < 0 minden P1 ∈ R\(p1, p2) esetén,
akkor a D-görbe három független darabból áll. A (p1, p2) intervallumhoz
tartozó darab az I. śıknegyedben, a többi a IV. negyedben található.
A 7. Lemma és a 8. Lemma miatt a D-görbe a következő két osztály
valamelyikébe tartozik: D1 : A D-görbe a IV. negyedben fekszik, vagy D2 :
A D-görbe egyik ága az I. negyedben, a többi része a IV. negyedben fek-
szik. Az ágak közös aszimptotával rendelkeznek a szakadási pontokban. Az
I. negyedben fekvő ágon van egy csúcs.
1. Tézis:
(1) Ha a D-görbe a D1 osztályhoz tartozik és νp, k1 pozit́ıv, akkor a (3)–
(5) rendszernek egy pozit́ıv koordinátahármassal rendelkező egyensúlyi
pontja van.
(2) Ha a D–görbe a D2 osztályhoz tartozik és νp, k1 pozit́ıv, akkor két eset
lehetséges. Ha (νp, k1) a D-görbe I. negyedbeli csúcsán belül van, akkor
a (3)–(5) rendszernek három pozit́ıv koordinátahármassal rendelkező
egyensúlyi pontja van. Ha (νp, k1) a fenti csúcson ḱıvül van, akkor
a rendszernek egy egyensúlyi pontja van.
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A H-görbét a (νp, k1) paraméterśıkban a (2) és g = 0 egyenletekkel adjuk
meg. Azaz a H–görbe paraméteres alakja H1(P1) = νp, H2(P1) = k1, ahol νp
és k1 a következő rendszer által adottak
νph2(P1) + k1h3(P1) + h4(P1) = 0
TrJ(J11 + J22 + J33) − DetJ = 0.
A paraméterek rögźıtése esetén a D− és H− görbéket a (νp, k1) śıkban
ábrázolhatjuk.Numerikus vizsgálataink alapján a H-görbék két osztályba
sorolhatóak: H1 : A H-görbe pozit́ıv részének nincs önmetszéspontja, vagy
H2 : A H-görbe pozit́ıv részén hurok van.
2. Tézis: Tegyük fel, hogy a D-görbe a D1, a H-görbe a H1 oszályhoz
tartozik, és νp, k1 pozit́ıv. A 1. ábra jelölései szerint:
1. Ha (νp, k1) ∈ E1, akkor a (3)–(5) rendszernek egy stabil egyensúlyi
pontja van.












1. ábra. D-görbe, H-görbe és az E1, E2 tartományok Pc = 0.01 esetén.
3. Tézis: Tegyük fel, hogy a D-görbe a D2, a H-görbe a H2 oszályhoz
tartozik, és νp, k1 pozit́ıv. A 2. ábra jelölései szerint:
1. Ha (νp, k1) ∈ E1, akkor az (3)–(5) rendszernek egy stabil egyensúlyi
pontja van.
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2. Ha (νp, k1) ∈ E2, akkor az (3)–(5) rendszernek egy instabil egyensúlyi
pontja van.
3. Ha (νp, k1) ∈ E3, akkor az (3)–(5) rendszernek három egyensúlyi pontja
van. Ezek közül kettő instabil, egy stabil.
4. Ha (νp, k1) ∈ E4, akkor az (3)–(5) rendszernek három egyensúlyi pontja











2. ábra. D-görbe, H-görbe és az E1, E2, E3, E4 tartományok Pc = 0.5 esetén.
A PRM hatékonyságát hangsúlyozza, hogy egy viszonylag szűk paraméter-
tartomány, ahol két stabil határciklus létezik, numerikusan meghatározható.
3.2. A Neurospora biológiai órájának anaĺızise
A fejezetben szerplő téziseket a [3., 4., 5] dolgozataimban bizonýıtom. A










ḞC = ksM − νd FC
Kd + FC
− k1FC + k2FN (9)
ḞN = k1FC − k2FN (10)








2 (νm − νs), C3 = νmkn1 .
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Ekkor (10)-(12) rendszer egyensúlyi pontjait léıró egyenletrendszer egyetlen
egyenletté redukálható:
−C1Kd + νd(C2FC + C3F n+1C ) − C1FC = 0.
9. Lemma. • Ha FC = 0 akkor Kd = 0 és sgn νd = sgn (νm − νs);
• limFC→∞ νd = 0; továbbá limFC→∞ Kd = −∞.
10. Lemma. 1. Ha νm − νs > 0 akkor N pozit́ıv minden FC ≥ 0 esetén.





1. Következmény. Ha νm − νs > 0, akkor a D-görbe a II. śıknegyedben
fekszik, azaz Kd < 0, νd > 0 minden FC > 0 esetén.
2. Következmény. Ha νm − νs < 0 akkor D-görbének két ága van.




-nak megfelelő ág a IV. śıknegyedben fekszik,




-nak megfelelő ág pedig a II. śıknegyedben.
4. Tézis: A (8)-(10) rendszernek egyetlen egyensúlyi pontja van, ha a para-
méterek pozit́ıvak.
Az előző fejezetben részletezett megfontolásokhoz hasonlóan ábrázolhatók











3. ábra. A Gonze-modell bifurkációs diagramja
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3.3. Gonze-féle négyváltozós modell









ḞC = ksM − k1FC + k2FN − kFC (12)
ḞS = kFC − FS
Kd + FS
(13)
ḞN = k1FC − k2FN − νdN FN
KdN + FN
(14)
5. Tézis: A (11)–(14) rendszernek a paraméterek bármely pozit́ıv értéke
esetén egyetlen egyensúlyi pontja van.
A 3.2. fejezet 2. Tétele és a 3.3. fejezet 4. Álĺıtása szerint megállaṕıtható,
hogy a Gonze-féle három-, és négyváltozós rendszer az egyensúlyi pontok
számát tekintve megegyezik.
3.4. François modellje
A Neurospora Crassa biológiai óráját léıró harmadik rendszert is tekintünk.
Ez a rendszer a François-féle MFL modell:
ġ = θ̃
[












(1 − AB) + μθ̃
[








7. Tézis: Ha ρ1(A
c) > 0 akkor a D-görbe két részre osztja az I. śıkne-
gyedet. A 4. ábra jelöléseivel
• ha (ρ1, ρ0) ∈ E1, akkor a (15)-(18) rendszernek a ρ1, ρ0 paraméterekkel
három egyensúlyi pontja van.
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• ha (ρ1, ρ0) ∈ E2, akkor a (15)-(18) rendszernek a ρ1, ρ0 paraméterekkel














4. ábra. Az MFL bifurkációs diagramja δ = 0.003 és δ = 20 esetén.
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1. Nagy, B. Comparison of the bifurcation curves of a two-variable and a
three-variable circadian rhythm model, Appl. Math. Modelling, (2008)
32 pp. 1587-1598. doi: 10.1016/j.apm.2007.03.013 c.
2. Nagy, B. Limit Cycles and Bifurcations in a Biological Clock Model
Lect. Notes in Comp. Sci. (2008) 4818 pp. 209-216.
3. Nagy, B. Analysis of the Biological Clock of Neurospora, J. Comp.
Appl. Math. 226 (2009), pp. 298-305 doi: 10.1016/j.cam.2008.08.006
4. Nagy, B.: Bifurcations of a one-loop circadian rhythm model, megje-
lenés alatt, Int. J. Qual. Th. Diff. Eq. Appl., Vol. 3., No. 1.
5. Nagy, B.: Egy Neurospora-modell egyensúlyi pontjairól, Budapest, 2008.
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